Analisi Matematica 2 - Ing. Edile-Arch. - (Foschi)
Soluzioni della prova parziale del 31 ottobre 2003.

FEsercizio 1. Si consideri la funzione
2?2 — 43
flzy) = m7 se (z,y) # (0,0),

0, se (z,y) = (0,0).
Si discuta al variare di @ > 0, la differenziabilita di f nel punto (0,0).

Verifichiamo prima di tutto se esistono le derivate parziali nel punto (0,0). La
derivata rispetto ad = ¢ data dal limite
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La derivata rispetto ad y ¢ data dal limite
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oo, sea > 1.

Dungque esistono entrambe le derivate parziali solo per 0 < a < 1/2. La funzione &
differenziabile se vale il limite

(h,k)—(0,0) Vh? + k2
Quando 0 < a < 1/2, tale limite si riduce a
h? — k3
lim =
(hk)=(0,0) (h? + k2) (o + 1/2
Usando coordinate polari h = rcos#, k = rsin abbiamo
h2 _ k‘3 7“2
2+ k2)a+1/2  r2afl
e dunque, essendo | cosd|, |sinf| < 1,
h? — k3
(R + k) a+1/2
Per oo < 1/2, lespressione di destra & indipedente da 6 e tende a zero quando r — 0
e dunque il limite ¢ verificato.
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Esercizio 2. Siano f:R? — R3 e g : R* — R le funzioni definite da
fla,y) = (x2 — cos(my), log(1 + 2%y?), \/@) ,
g(u,v,w) = sin(uv) + ue®.

Si consideri la composizione h = g o f. Scrivere ’equazione del piano tangente al
grafico di z = h(z,y) nel punto (zg,y0) = (1,0).

Osserviamo che f(1,0) = (0,0,+/2). Calcoliamo la matrice jacobiana di f,
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Nel punto (1,0) essa vale
27
J;(1,0)= | o,
\/i’

o O O

Calcoliamo la matrice jacobiana di g,

w

Jg(u,v,w) = (veos(uwv) + €, wcos(uv), ue™).

Nel punto (0,0,v/2) = £(1,0)
J,(0,0,v2) = (eﬁ, 0, 0) .

La matrice jacobiana di h = g o f nel punto (1,0), per la regola di differenziazione

delle funzioni composte, ¢ data dal prodotto delle due matrici,
2, 0

In(1,0) = Jy(0,0,V2)J5(1,0) = (%, 0, 0) | 0, 0] = (22 o).

V2, 0

Cid significa che 9,h(1,0) = 2¢V2, d,h(1,0) = 0. Inoltre h(1,0) = g(0,0,v/2) = 0.

Il piano tangente al grafico di h nel punto (1,0) ha equazione

z = h(1,0) + 0 h(1,0)(z — 1) + 9,h(1,0)(y — 0),

essa vale

ovvero

z= 26\/5(1' —1).

FEsercizio 3. Si studino i punti critici delle curve x = f(y) definite implicitamente
dall’equazione F'(z,y) = 0, dove

F(z,y) = a* — y* + 22y — 22
Si provi a tracciare un grafico qualitativo di tali curve.

Come premessa, osserviamo che F & espressa come funzione di z2 e y?, dunque
valgono le seguenti simmetrie:

F(Z‘,y) = F(l‘,—y) = F(—.T,y) = F(_$7_y)a
0. F(z,y) = 0. F (x, —y) = =0, F(—x,y) = =0, F'(—z, —y),
Oy F(z,y) = =0y F(x,—y) = 0y F(—x,y) = =0, F (—z, —y),
6§wF(3372U) = (‘ﬁmF(x, _y) = ain(—x,y) = a:?:vF(_ _y)7
azyF(xay) = agyF(xa 7y) = 8§yF(71'7y) = 8zyF(7$7 7y),
6,37/F(.’L‘,y) = 8’37/F('/E7 _y) = agyF(_x7y) = 82 F(_x -

z,

= Y)-

E sufficiente pertanto studiare la funzione nel quadrante (z > 0,y > 0) e ricostruire
cio che avviene negli altri quadranti tramite le simmetrie riportate sopra.
Calcoliamo le derivate parziali di F' che ci serviranno in seguito:

O F (2, y) = 4% + 2xy% — 22 = 22(22% + 4 — 1),
OyF (v,y) = —4y° + 22y = —2y(2y* — 2*) = 0,
ang({E,y) = 12.’E2 + 2y2 - 2»

2 _
8zyF(x7y) - 41'2/,

2 _ 2 2
0y F(x,y) = =12y~ + 227,

Possiamo ricavare x in funzione di y in corrispondenza dei punti in cui non si
annulla la derivata parziale di F rispetto ad x. Tale derivata vale si annulla sui
punti dell’asse y di equazione z = 0 e sui punti dell’ellisse di equazione 222 +y% = 1.
Se © = f(y) & definita implicitamente da F(z,y) = 0 allora la sua derivata & data
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dal rapporto —0,F/0,F. 1 punti critici di f corrispondono dunque alle soluzioni
del sistema

—2y(2y* — 2*) = 0,
=yt a2y — 2 = 0.
escludendo i punti in cui si annulla 9, F(x,y). Per via della fattorizzazione della

prima equazione possiamo distinguere due casi:

e se y = 0, allora 2* — 22 = 0, che ha come soluzioni z = 0 e x = =+1,

corrispondenti ai punti critici (0,0) e (£1,0);
e se y # 0, allora 22 = 2y? e di conseguenza

(2y*)? —y" + 29y — (29°) =0,
che si riduce a 5y* — 2y?> = 0 e che ha come soluzioni y = +,/2/5,
corrispondenti ai punti critici (£2/v/5, ++/2/5).

Il punto (0,0) lo scartiamo in quanto 9,F(0,0) = 0. Per capire il carattere del
punto (1,0) guardiamo alla derivata seconda

02, F(1,0) 2
"=—H " "= " =_-1<0
F) 0. F(1,0) 2 ’
quindi, nel punto (1,0) abbiamo un massimo per y = f(x); per simmetria avremo
nel punto (—1,0) un minimo per y = f(z). Il carattere del punto (2/v/5,+/2/5) &
dato dalla derivata seconda
95, F(2/V/5,/2/5 ~16/5
prepVE) = - OO VED) | 165, s,
0.F (/525 8/(5V5)
quindi, nel punto (2/v/5,+/2/5) abbiamo un minimo per y = f(x); per simme-
tria avremo: nel punto (—2/v/5,+/2/5) un massimo, nel punto (2/v/5, —+/2/5) un
minimo, nel punto (—2/v/5, —1/2/5) un massimo.

Esercizio 4. Calcolare i valori massimo e minimo che la funzione F' definita nell’e-
sercizio precedente assume al variare di (z,y) nell’insieme

A={(z,y):1/5<a”+y* <2}.

Rimangono validi la premessa fatta nell’esercizio precedente riguardo le simme-
trie di F' e i calcoli delle derivate parziali di F'.

Cerchiamo prima i punti critici liberi di F', ovvero i punti in cui si annullano
simultaneamente le derivate prime. Dobbiamo risolvere il sistema:

2x(22% +y* — 1) = 0,
—2y(2y* — 2?) = 0.
Distinguiamo alcuni casi:

e se x = (, allora necessariamente y = 0;
e se y =0, allora 22(222 — 1) = 0 e dunque 2 = 0 oppure = = +1/1/2;
e se ¢ # 0 e y # 0, allora otteniamo

2% + 9y =1,
— 22+ 2% =0,

da cui si ricava che 22 = 2/5, y? = 1/5, per cui x = £,/2/5, y = £1//5.
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Abbiamo cosi trovato i punti critici (0,0), (£1/v/2,0), (£+/2/5,£1/+/5). 1l punto
(0,0) non appartiene alla regione A e pertanto non lo consideriamo, negli altri punti
abbiamo

F(+1/v/2,0) = —i, F(+/2/5,41/V5) = %

Esaminiamo ora i punti critici vincolati alle due circonferenze che costituiscono
il bordo di A.

Il massimo e il minimo di F' quando (z,y) & vincolato a stare sulla circonferenza
22 4+ y? = 2 lo possiamo trovare con la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange. Posto

L(z,y,\) = (z* — y* + 222 — 2%) + Na? + 2 — 2).
Dobbiamo risolvere il sistema
O, L = 42® + 2zy® — 20 4+ 2)x = 0,
Oy L = —4y® + 222y + 2\y = 0,
WL =a>+y>—-2=0.
e Se x =0 allora y = +v2.

e Se y =0 allora z = +v2.
e Sex #0 ey #0, il sistema si riduce a

20 + 2+ A =1,
22 =22 + A =0,
2?4 9y% =2
Sottraendo la seconda e la terza dalle prima otteniamo 2y? = —1 che non
ha soluzioni. Dunque il sistema in questo caso ¢ impossibile.
Abbiamo cosi trovato i punti critici (0, +v/2) e (£v/2,0), in corrispondenza dei quali
abbiamo

F(0,£V2) = —4, F(£v2,0) = 2.

Per trovare il massimo e il minimo di F' quando (z,y) & vincolato a stare sulla
circonferenza 2 + y* = 1/5 poniamo

1
L(z,y,\) = (% — y* + 22y% — 2%) + ) <x2+y2— 5) .
Dobbiamo risolvere il sistema
0x L = 423 + 2zy* — 22 4 2\ = 0,
OyL = —41® + 222y 4+ 2y = 0,
1
3>\L:x2+y275:0.
e Se x =0 allora y = £—=.
e Sey =0 allora z =+-1.
e Sex #0ey#0, il sistema si riduce a
20 + 2+ A =1,
22 =2y + X\ =0,
1
2, ,2 1
-ty = 5

Sottraendo la seconda e il triplo della terza dalla prima otteniamo —2x2 =
2/5 che non ha soluzioni. Dunque il sistema in questo caso & impossibile.
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Abbiamo cosi trovato i punti critici (0,41/+/5) e (£1/+/5,0), in corrispondenza dei
quali abbiamo

1 1 1 4
Fl0O£— ) =—— Fl+—,0) =——.
(0+5) % (+55) =
Fra tutti i valori che la F' assume tra i punti critici liberi nell’interno di A e
vincolati al bordo di A il valore massimo viene raggiunto in

F(£v2,0) =2,
mentre il valore minimo corrisponde a
F(0,+V?2) = —4.

Esercizio 5. Al variare di o > 0 si discuta il carattere della seguente serie

> (- ) 1+ logto)

n=2

Abbiamo

1
11 Vax —\/ﬁ_\/ﬁ(\/Hﬁ*l)
Voo ovn+1 Vvnvn+1 (V)2 /1+% '
Ora usiamo il fatto che /14t =1+1t/2+ o(t) per t — 0. Nel nostro caso t = 1/n,
1 1 L(3+001 1
- __n (2 O( )1) _ n—3/2 ( +0<1)) ]
VvioooVn+1 a2 (1+0(2)) 2

Inoltre 1+log(n) ~ log(n) per n — co. Dunque abbiamo il seguente comportamento
asintotico per i termini della nostra serie,

1 o\

— = 1+ log(n)) =~ n~ /2% 1og(n).

(J5 - 77=) (+ et 5(n)

e Se a > 2/3, utilizziamo il fatto che per ogni & > 0 abbiamo log(n) < n® per
n — oo. Dunque, scegliendo € < (3/2)a — 1, otteniamo

n7(3/2)a log(n) < n7(3/2)o¢+s'

Essendo lesponente —(3/2)a + & < —1, lespressione di destra descrive i
termini di una serie armonica generalizzata convergente. Per confronto,
anche l'espressione di sinistra descrive i termini di una serie convergente.
Per confronto asintotico la nostra serie converge.

e Se a < 2/3, utilizziamo il fatto che abbiamo log(n) > 1 per n — oo.
Otteniamo

n—(3/2)a log(n) > n—(3/2)a.

Essendo 'esponente —(3/2)a > —1, lespressione di destra descrive i ter-
mini di una serie armonica generalizzata divergente. Per confronto, an-
che l'espressione di sinistra descrive i termini di una serie divergente. Per
confronto asintotico la nostra serie diverge.



